OPCION A
1. (3 puntos)
a) ( 2 puntos) Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones, segun los distintos valores de la constante real

x+y=1
A Ax+z=0
x+@+A)y+Az=A+1

b) (1 punto) Halle la solucién, si es posible, cuando A=1
-1 1 0 -1 1 _1 1
- - - —_|- —[1=22)= 2
A=A o 1= A0 1= 1[‘11_/12 1”‘ [-@+2)-(-22)=142+1-2
1 1+A4 Al 1-A 1+A
N=2+1-P = Si|A=0=22+1-F =0 -1-2=0=>A=(-1)° -40{-2)=1+8=920=

_1+3_
Azli\@: 1_23 =
20 A:T:_l

0A00 -{-1,2} = |A # 0= rang (A) = 3= Numerodeincognitas= SistemaompatibleDeterminado

SiA=-1

-11 01) (-1 1 o2 -1 1 01

-1 0 1/0/=/-1 0 1/0|=|-1 0 1/0|=rang(A)=rang(A/B)=2< Nimerodeincognitas=>
1 0 -10 1 0 -10 0O 0 00

Sistemaompatibleln deter minado

SiA=2

-1 1 01) (-1 1 0]1) (-1 1 o1

2 0 10|10 2 12| 0 2 12 :>rang(A)=rang(A/B)=2< Numerodeincognitas=
1 3 23 0 4 24 0 0 0/

Sistemaompatibleln deter minado

b)

SiA =1= Sistema&ompatibleDeterminado

-1 1 01 -1 101 (-1 1 o1

1 0 10|/ 0 1 11|12/ 0 1 1]1|==-2z2=0=z=0=y+0=1=2y=1=-x+1=1=x=0
1 2 12 0 3 13 0 0 -20
x=-1= Solucién= (x, y, z)=(0,1,0)



2. (2 puntos)
X=1+t

2x-y=0
a) (1 punto) Determine la posicion de las rectas siguientes: r :<y =1+t s: y
‘ 3y-2z=0
Z=

b) (1 punto) Determine la distancia del punto P(0, 0, 0) a cada una de las rectas anteriores.

a)
De la recta "r" tomamos un punto A y un vector director u, de la recta "s” tomamos un punto B y un vector
director v, luego formamos el vector AB.

Sabemos que si u # av, las rectas se cortan o se cruzan (coordenadas no proporcionales):
(a) Si det(u, v, AB) £ 0, las rectas se cruzan
(b) Si det(u, v, AB) =0, las rectas se cortan en un punto.

De “r" un punto es A(1,1,0) y un vector director es u = (1,1,1).
De “s”tenemos y = 2x y z = 3y/2. Tomando x = 4, resulta la recta “s” como sigue s = (x,y,z) = (U4, 214, 3).
Un punto de “s” es el B(0,0,0) y un vector director es el v = (1,2,3).

Como los vectores u y v no son proporcionales (1/1 # 1/2), las rectas se cortan o se cruzan.
11 1C,-C, 1 0 1Adjuntos

Como det(u,v,BA)=11 2 3 =1 1 3| tercera =+1-(0-1)=-1#0, las rectas se cruzan.
110 1 0 O fila

b) Lo haremos por dos procedimientos diferentes, uno para cada recta

Para la recta r .- Hallado un plano 71 que contiene el punto P y cuyo vector director es el de la recta, y sa-
biendo que el vector PG, en donde G es el punto genérico del plano, es perpendicular es perpendicular al
director y su producto escalar nulo que es la ecuacion buscada del plano.

Se halla el punto Q interseccién de la recta r y el plano hallado; el médulo del vector PQ es la distancia pe-
dida.

v, =(1,1,2) L
— ' PGOv PGV, =0=(x,y,z)d1,1,1)=0
{PG:(x,y,z)—(o,o,o):(x,y’z)z> L= =0=(x,y,2){ )=0=

T=x+y+z=0= PuntoQdeintersexcion=1+t+1+t+t=0=3+2=0=>3 =-2=>1t :—g

(4

Para la recta s .-

El punto P pertenece a la recta s, por tanto d(P,s) = 0.



3. (4 puntos)

a) (3 puntos) Considere la funcion de variable real : f(X) =X [In (X)]2 .

a.1) (0,5 puntos) Determine el dominio de la funcién f(x).

a.2) (1,5 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de esa funcién.

a.3) (1 punto) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos y, en ese caso, calcule el valor de f(x)
en cada uno de ellos.

b) (1 punto) Determine el valor de la constante k para que se verifique:

Iirp (\/x2 +kx—7—Jx2—2x+5):g

a.l)

, XD = Dom(f)=x000/x>0
In (X)]> >0=In(x)= x00O0/x>0

a.2)
=[in (x)]* +2xIn (x E—]l [In (X)]> +21In (x) =[In (x) + 2] 0n (x) =

N In(x)>0= x>e° = x>1
Crecimieno = f (x)>0:>[|n (X)+2]D]n (x)>0= In (x)+2>0=In (X)>—2:>x>e‘2:>x>i2
e

1
x>1 (-) (-) (+)
1 (-) (+) (+)
X>—
€
Solucion (+) () (+)
- 1 - 1
Crecimiento DXDD/(O<X<—ZJD(X>1) Decrecimiento  [xO0/— <x<1
e €

a.3)
Maximo relativo en

= t= (2= L) = S amd = Saar b -4

e e e
De crecimiento pasa a decrecimiento

Minimo relativoen X=1= f (1) = lEﬂIn (1)]2 = 1[(10)2 = 0 De decrecimiento pasa a crecimiento



b)

L=Iirp(x/x2+kx—7—\/x2—2x+5):>L:§
L=|ir[](\/X2+kX—7—\/X2—2X+5):oo—oo:
~ im (Jx2+kx—7—\/x2—2x+5)(\/x2+kx—7—x/x2—2x+5): im x2+kx—7—(x2—2x+5) _
X VXE +kx=7 +4x2 = 2x+5 o X2 +kx=7 +4/x% = 2X+5
Cim X RX-Tox42x-5 (k +2)x-12 _w _
ot [y kx=T +4X2 = 2X+5 " xZ +kx—7 +/x2 —2x+5 @
(k+2)x 12
= lim (k+2)x 12 =% = jim X x =
ot [y kx=T +4x2 =2x+5 ® % [x2ikx-7  [x2-2x+5
NG ¥ NG
(k+2)-7 (k+2)-72
= Jim —— 2 = Jim = -
) L+ﬁ_l+ Xi_§+£ ) \/1+k—7+\/1—2+5
N G x2 x2 X2 X X X X2
2 (k+2)-0  _(k+2) (k+2) 5_ 4 6 10 ak=4mk=?
J1+0-0++/1-0+0 2 2 3 3

4.- (1 punto) En una clase de bachillerato hay 10 chicas y 8 chicos. De ellos 3 chicas y 4 chicos juegan al
ajedrez. Si escogemos un estudiante al azar, determine las siguientes probabilidades:

(0,5 puntos) a) Sea chica y no juegue al ajedrez.

(0,5 puntos) b) No juegue al ajedrez sabiendo que es chico.

a)
Sea chica y no juegue al ajedrez.

ajedrez”, respectivamente.

Datos del problema p(M) = 10/18 (hay 10 chicas), p(H) = 8/18 (hay 8 chicos), p(A/M) = 3/10 (3 chicas juegan
al ajedrez) ; p(A/H) = 4/8 (3 chicas juegan al ajedrez), ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de &rbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

1018

AC
Me piden p(chica y no juegue al ajedrez) = p(M nAS) = p(M).p(AS/M) = (10/18)-(7/10) = 7/18 10'388889.

Continuacion del Problema 4 de la opcion A
b)
No juegue al ajedrez sabiendo que es chico.

Me piden p(no juegue al ajedrez, sabiendo que es chico) = p(  AS/H) =
p(A°nH) p(HNA®)  p(H).p(A°/H)

=p(AC/H) = 4/8 = 0'5.
p(H) o(H) o(H) PATH)




Este problema es mas sencillo realizarlo por una ta bla de contingencia .

Este problema es muy facil de realizar utilizando una tabla de contingencia (tabla de doble entrada), y
después utilizando la definicion de probabilidad de Laplace (nimero de casos favorables partido por numero
de casos posibles).

A AC Total
M 3 10
H 4 8
Total 18

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los numeros que he completado.

A AC Total
M 3 7 10
H 4 4 8
Total 7 11 18

a)
Sea chica y no juegue al ajedrez.
Total chicas que no juegan al ajedrez

Total chicos y chicas

P(MNAS) = = 7/18 10'388889.

b)
No juegue al ajedrez sabiendo que es chico.
D(ACIH) = Total chicos que no juegan al ajedrez

Total de chicos

=4/8 = 0'5.




OPCION B

1. (3 puntos)
Sea A una matriz de dimension 3 x 3 y denotamos por |A4 el determinante de la matriz

1
a.l) (1 punto) Considere la matriz B = (E]A Si |B| =1, calcule el determinante de A es decir W

X 1 1

a.2) (Lpunto) Si A= x-1 2 0|. Determine los valores de x para los que se cumple que |B| =1,

2 x-1 2
! (1]
siendoB = | — |A.
2

1
b) (1 punto) Determine las matrices cuadradas de dimensién 2 X 2 de la forma M :(

ue verifi-
0y q ifi

10
quen que MM ' = (O 4) en donde M 'es la matriz traspuesta de M

a.l)

A=2B=|N=[28=|A=2°[B=81=8

a.2)
X 1 1 X 1 1

A=8=|x-1 2 0=8=|x-1 2 o:ssltilzx__zlx X:‘:B:
2 x-12 2-2x x-3 0

(x-1){x-3)-2[2-2x)=8=x"-3x-Xx+3-4+4x=8=x"-1=8=x*=9= x =+3
b)

1 x
o )
1 10 2 ’
R Bl Rl R
Mt:(loJ 0y lx y) Lxy vy xy y?) (0 4
Xy

1+x°=1=xX*=0=x=0 x=0 10
Six=0=y0OQO > . 0 2
xy=0= = y:{ Solucion=
-2

y=0=x00 (1 oj
=2 -
y2=4:>y:i\/Z:>{y 5 0 -2
y=-

2. (2 puntos)
a) (1 punto) Sea m una constante real. Determine la posicidn relativa de los planos siguientes segun los

X= Aty
valoresdem Tm:mx-6y+2z=2 T: y=1-A
Z=2-2\+y

. 3 Xx+z=1 2x-4y-2z=0
b) (1 punto) Determine el &ngulo, que forman las rectas. r: { S: { y

y=0 X+y+3z=-1



a) Los planos pueden ser paralelos, y entonces sus vectores directores son iguales o proporcionales, y de
no serlo se cortaran segun una recta.

Para hallar el vector director de 71" hallaremos el producto vectorial de los vectores que lo generan

v,=(m,-6,2)
— i ]k
Vey = (1, -1, 2):\,:‘:1 -1 _2:-T—zj+E—]:—T—3I+E:>\Tnf:(—1,—3,1):>
v62:(1,0,1) 1 0 1
m:__6:>3m:_6:>m:—§:—2
B 1 3 3
Vn:(m,—6,2 :m:—_6:£:> mzij—m:ZSm:—Z =
{\Tn,:(l,s,—l) 1 3 -1 1 -1
—6_1
3 -1

OmO0O —{—2} = Los vectores directores no son proporcionales = Tty 1 son secantes

Sim =-2 = Los vectores directores son proporcionales = Tty Tt son paralelos.

Tenemos A(0,1,2) O, pero como 0-6(1) +2(2) # 2, A(0,1,2) 0 luego Tty 1t son paralelos y distintos.
b)

El &ngulo que forman dos rectas es el menor de los angulos gue forman sus vectores de direccién con un
origen comdun, es decir cos(<r,s>) = |cos(<u,v>)|, para lo cual tomamos el valor absoluto del coseno y nos

aseguramos de que el angulo es el menor y no supera lo 90° sexagesimales. Si las rectas se cruzan es lo
mismo pues es el menor de los &ngulos gue forman sus vectores directores.

|

Uev

Eid ]

Siendo @ el angulo que forman los vectores directores de ambas rectas

cos(a) = cos(<r,s>) = [cos(<u,v>)| =

, de donde a = arcos[

ijk
v, =[1 0 1f=i(-D-jO)+k@®=v, =(-1,0,1)
010
[
v, =[2 -4 -2=i(-10)- (@) +k(6)=v, =(-10,-8,6)=(-5,-4,3)
1 1 3
A (-1,0,1){-5, -4, 3)| 5+3 _ |s| _ 8
=C0SO ="——-= - - =%
V] () #0742 qf-sy +(-ay 37 V213/50 V100 10

o =arc cos (gj =36°52'11"

3. (4 puntos)
a) (2 puntos) Encuentre dos nimeros tales que el doble del primero mas el triple del segundo sea 24 y su produc-
to sea maximo

1

x-0| 1+ senx
a) Siendo A el primer nimero y B el segundo

, L Xx+1 ¥
b) (2 puntos) Determine el limite: lim | —————



_ —on_ _45_3,_24-3B _
2A+3B =24=2A=24-38= A=12-0 B =" P:(24 SB)EB=1(24B_3BZ)
P=AB 2 2
p=[24"3B\B=3(g-p?)= p=9P=3(g-28)=3{4-B) = P=0=3{4-B)= 0=
2 2 dB 2
d?P _3 B=4
4-B=0=B=4=P=—— ="(-2)=-3<0= Maximo={ , _ 24-304 _
dB? 2 As—F—=6

b)

1

1 1 1 = 1 X +1
+ X2 + 02 + X2 |,m7. S -1
0 AT T BT L S ey T L S [1 senx )
x-0l1+sen X 1+sen O 1+0 x-0l1+sen X

Sea L = lim L[X_ﬂ_lj - lim [L-sen(x)j = lim [Len(x)] = 0= 0w v,

0 x*{1+sen x x-0| x%.(1+sen(x)) x~0 | x2.(1+sen(x))
_ i [ 1-cos(x) ] _1-c05(0) _ 0 _ o pisepoey o,
x-0| 2x-(1+sen(x))+ x2-(cos(x)) 0+0 0
i sen(x) _ sen(0) _ 0 -0
x-0| 2-(1+sen(x))+ 2x-(cos(x))+ 2x-(cos(x ))+ x?-(sen (X ) 2-(1+0)+0+0+0 2

1
= 1 x+1
- “m X+1 x? - exllinoxiz'[hsen x_lj - eO - 1
x-0{1+sen X '

4.- (1 punto) En una urna hay 10 bolas blancas y 3 negras. Se extrae una bola al azar y, sin verla ni reem-
plazarla, se extrae una segunda bola.

(0,5 puntos) a) ¢ Cual es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea negra?

(0,5 puntos)b) Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, calcule la probabilidad de que la primera bola
extraida fuera negra también.

a)

¢ Cual es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea negra?

Llamemos N1, N2, B1 y B2, a los sucesos siguientes, “primera bola extraida es negra”, "segunda bola
extraida es negra”, "primera bola extraida es blanca " y "segunda bola extraida es blanca ",
respectivamente.

Datos del problema p(N1) = 3/13 (hay 3 negras), p(N2) = 2/12 (no se devuelve), p(B1) = 10/13 (hay 10
blancas) ; p(B2) = 9/12 (no se devuelve), ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

Por el teorema de la Probabilidad Total:
p(N2) = p(N1).p(N2/N1) + p(B1).p(N2/B1) = (3/13)-(2/12) + (10/13)-(3/12) = 3/13 00'230769.

b)
Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, calcule la probabilidad de que la primera bola extraida fuera
negra también.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
P(NI1nN2) _p(N1).p(N2/N1) _ (3/13)(2/12)
p(N2) p(N2) 3/13

p(N1/N2) = = 2/12 = 1/6 10'166667.




